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[ 摘要 ]   航空发动机叶片具有复杂的加工边界，其电解加工的过程仿真是加工预测的重要手段。而传统基于有限元

法的腐蚀过程仿真需要反复划分网格，且存在边界上计算精度不足的问题。提出利用等几何法原理提升叶片电解加

工数值仿真精度的思路，采用 NURBS 基函数替代原有拉格朗日基函数建立加工间隙物理场的求解方程组，解决由

于 NURBS 基函数在边界处非插值特性引起的 Dirichlet 边界条件施加误差。将阳极边界的腐蚀位移转化为其控制

顶点位移，避免反复划分网格所占用的计算时间，提升过程仿真精度。最后，通过试验证明该方法的有效性。 
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电解加工以其加工效率高、加

工表面质量好、不产生残余应力等

优势成为叶片加工的重要特种加工

方法。由于电解加工的成形机理复

杂，试验成本高，工具电极的设计难

度大，需要反复试验修正。因此有必

要在计算机中预先进行加工过程仿

真。不同工况下，叶片电解加工过程

仿真可以减少批量生产前的试制时

间和成本。目前，常用的电解加工过

程仿真与阴极优化设计的数值计算

方法主要基于有限元法（FEM）、有限

差分法（FDM）和边界元法（BEM）。

Purcar[1-2] 提出应用边界元法仿真电

解加工过程中的阳极工件变化，利用

解算网格单元节点沿电流密度方向

的移动速率获得阳极的形状变化。

Kozak[3-5] 提出了稳态条件下电解加

工的电场数学模型，指出平衡状态下

阴阳极间隙与电势差、电导率之间的

经验关系。Drake[6] 采用数值方法仿

真了不同温度、压力和电解液流速等

情况下电解过程的稳态和非稳态情

况。Buoni[7-8] 等使用有限元法离散

一个任意的空间区域，求解每一个瞬

时的电场分布。朱荻院士 [9-11] 团队

也提出了在三维环境下基于有限元

法进行阴极设计的方法，并将方法应

用于压气机叶片加工的阴极设计中，

但应用有限元法降低了优化效率和

计算精度。但上述研究方法的不足

是，因为几何建模与数值分析模型采

用不同数学描述方法，两者之间需要

相互转换，所以有如下问题：（1）分

析模型的准备时间长，转换常出现模

型质量不好的现象；（2）阴极优化与

电解过程仿真的结果表现为网格结

点的位置变化，需要通过拟合网格结

点重构复杂型面；（3）传统有限元法

采用多项式基函数的网格单元逼近

表示边界，从原理上不能精确表达求

解区域边界处的约束，不适于叶片电
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解加工这类对边界敏感问题的求解。

Hughes[12] 和 Huerta[13] 等提出等几何

方法，利用 NURBS 基函数统一几何

建模与数值分析的思路。Wang 等 [14]

借鉴无网格方法中的变换法思想，提

出一种基于配点的强施加方法——

通过选择一组合适的边界配点拟合

控制变量，从而显著提高近似解的收

敛率。文献 [15] 针对平流 - 扩散问

题和不可压缩 Navier-Stokes 方程提

出了 Dirichlet 边界条件的弱施加方

法，该方法为解决等几何分析中边界

条件处理提供了重要思路，并将这种

方法推广到了墙壁约束的湍流问题
[16]。因此，本文试图将等几何法应用

于叶片电解加工的过程仿真，以期避

免过程仿真中反复转化几何与分析

模型，同时能够更快地分析收敛和具

有更高的分析精度。

叶片电解加工腐蚀的
数学模型

叶片这类复杂型面工件的电解

加工可采用一个形状类似的阴极工

具（刀具），工件作为阳极。以阴极工

具向阳极工件逐步进给，在阴阳极之

间的加工间隙通过高速电解液，带走

叶片表面的阳离子，逐渐将叶片工件

腐蚀成需要的表面形状，如图 1 所示。

对于叶片电解加工过程而言，是

多种物理场耦合作用形成最终叶片

外形。在这些影响因素中，电压引起

工件的电化学反应并且加工时间决

定了叶片表面的材料溶解量。因此，

本文在影响电解加工的诸多因素中，

选取了电场作为加工仿真的物理对

象，构建了相应的仿真模型。

一般认为，当电解加工过程处于

平衡状态时，加工间隙内的电场属于

稳恒电场，电位分布符合 Laplace 方

程：

∆ϕ
.
=
∂2ϕ

∂2 x
+
∂2ϕ

∂2y
+
∂2ϕ

∂2z
= 0，（1）

工件阳极边界条件 Γa 为：
ϕΓa
= U ，�  （2）

阴极边界 Γc 条件为：
ϕΓc
= 0  ， �  （3）

在边界 Γb 上边界条件为：
∂φΓb

∂n
= 0，�  （4）

以上式中，φ 为加工间隙中各点电势

值，U 为工件阳极表面电势值，n 为

工件阳极表面各处的法向坐标。在

电解加工中，工件的外形变化取决于

表面材料溶解率，而材料溶解率取决

于加工间隙间的电势梯度。电势梯

度是随着加工过程中材料几何外形

的变化而变化的。通过分析加工间

隙中的电场分布就可以获得电势梯

度，随后阳极工件的腐蚀速度也可以

根据法拉第定律计算得到。

根据电场理论，电流密度 j 与电

场强度 E 成正比：
j = κE  ，�          （5）

其中，j 是电流密度，E 是电场强度， 

к 是电解液电导率。

根据法拉第定律，阳极工件的材

料溶解体积可以被定义为：

V V = ωIt  ，�         （6）

其中，ω 是阳极材料的体积电化学当

量，I 是电流，t 是加工时间。

另外，电解加工中去除材料的体

积可以被定义为：

V '=va ΔSt ，�    （7）

其中，va 是阳极的溶解速率，ΔS 是

阳极表面腐蚀的一个小面积块。

电流则可定义为：  
I = ∆S · j  。� （8）

将公式（5）、（6）、（7）代入公式

（8），则可获得阳极工件的腐蚀率表

达为：
va = ω j = ωκE  。�      （9）

工件腐蚀速度 va 和阴极垂直进

给速度 v 之间的关系是：
va = v · cos θ   。�    （10）

为了显示阳极工件型面的变化

过程，需要计算仿真叶片加工间隙的

电场分布与腐蚀情况。阳极工件随

着阴极工具的进给而被腐蚀，阳极工

件型面发生变化进而造成加工间隙

变化。取不同时刻的阴极工具进给

状态，可以计算出阳极工件不同时刻

的腐蚀状态，形成叶片电解加工过程

仿真。

基于等几何法的电解加工过
程仿真特点与思路

1   基函数统一的几何与分析模型

目前，商用 CAD 系统通常采用

非均匀有理 B 样条表示叶片这类具

有复杂曲面的几何模型。等几何法

的基本思想就是采用同一套 NURBS

基函数统一表达几何模型和数值分

析模型。对于叶片加工间隙采用样

条体表示，它是使用 3 个节点矢量定

义的张量积样条。

V(ε, η, ζ) =
∑

i∈I

∑

j∈J

∑

k∈K

N pqr
i jk (ε, η, ζ)Ṽi jk, Ṽi jk ∈ R3

其中：

N pqr
i jk (ε, η, ζ) =
ωi jkRi,p(ε)Rj,q(η)Rk,r(ζ)∑

i′∈I

∑
j′∈J

∑
k′∈K
ωi′ j′k′Ri′ ,p(ε)Rj′ ,q(η)Rk′ ,r(ζ)

,

i � i′, j � j′, k � k′

 

式中：{i，j，k} 为节点矢量的索引集，
{Ri,p,Rj,q,Rk,r}为各节点矢量对应的单

变量 B 样条基函数。ω ijk，ω i'j'k' 为权

因子。

2   自然划分加工间隙的参数域

NURBS 基函数是由节点矢量和
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图1   叶片电解加工原理模型

Fig.1   Electrochemical machining principle diagram
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样条次数定义的，而张量积样条的节

点矢量正好张成加工间隙参数域上

的规则网格。等几何法采用节点矢

量张成的规则网格做自然划分，而无

需后续的网格剖分工作。借用经典

有限元法中单元和节点的概念，把等

几何法中的单元类比为测度不等于

零的节点间隙，而节点类比为间隙

内非零基函数对应的控制顶点。对

于三维张量积样条，单元可表示为
Ωe = [εi, εi+1] ⊗ [η j, η j+1] ⊗ [ζk, ζk+1] ，

其 中 εi < εi+1 ，η j < η j+1，ζk < ζk+1 ；可

以发现单元内的非零基函数共有
(p + 1) × (q + 1) × (r + 1) 个，其中 p，

q，r 为基函数的次数。

3   NURBS基函数的非插值性

相对于经典有限元的多项式基

函数，NURBS 基函数具有很多优点，

例如它可以精确表示任意的几何模

型，在单元边界处可以获得更高的连

续性，但它缺少一个重要的性质，即

在节点处的插值性，即 Ni(ε j) � δi j ，
ε j 为节点处的参数值。虽然可以由

“开放节点矢量”定义的单变量样条

基函数在曲线首末端点处获得插值

性，但是当扩展为张量积样条时并不

是总能成立。单变量基函数在首末

端点处满足插值条件，但是二维张量

积样条基函数除 4 个角点外，在其他

各节点处都不具有插值性。因此等

几何法不能像传统有限元法一样对

叶片电解加工间隙的节点处场变量

插值以表示 Dirichlet 边界条件。

4   叶片电解加工过程仿真思路

在叶片电解加工的计算机过程

仿真中，叶片工件与阴极工具之间

的加工间隙一般采用 CAD 系统建立

其几何模型。这种几何模型是基于

B-Rep 格式表达的体模型，而以其

作为加工间隙求解域，则采用多项式

网格划分进行有限元法的数值计算。

当求解域几何变化后，需要重新划分

网格，计算分析后又需要重新调整加

工间隙的 NURBS 曲面形状。究其原

因就是几何求解域与物理量逼近空

间采用不同的数学表达形式，因此造

成过程仿真中模型重复转换，转换精

度丧失等问题。因此本文利用加工

间隙的参数化几何模型与分析模型

共用 NURBS 基函数实现参数化建

模，并自然完成分析单元创建。在完

成某一瞬态下的电场强度分析后，根

据法拉第定律建立腐蚀体积与电场

强度之间关系，可以获得加工 Δt 时

间后加工间隙边界上任意一点处在

不同方向上的位移。根据边界上采

样点的位移反求各自由曲面边界上

的控制顶点位移，即完成了加工间隙

重新几何建模，如图 2 所示。

基于等几何法的叶片电解
加工电场强度分析

1   叶片电解加工常微分方程组构建

采用加权余量法推导方程（1）

的等效积分弱形式：

方程（1）两边同乘以权函数 w，

得到：
∫

Ω

w∆ϕdΩ = 0 ，

由格林第一公式：
∫

Ω

∇w · ∇ϕdΩ −
∮

∂Ω

w (∇ϕ · n) ds = 0 

式中，∂Ω = Γa + Γb + Γc ，由于在边界

Γb 上∇ϕ · n = ∂ϕ
∂n ，在本质边界 Γa 和

Γc 上权函数 w=0，则可得到：
∫

Ω

∇w · ∇ϕdΩ = 0 。� （11）

使用 NURBS 基函数作为电场

的形状函数，只在空间域上进行离散

化。其中 为电势物理量的控制变量，

即基函数的系数项，电位场值变量的

逼近公式可写为：

初始加工间隙几何建模

阴极型面采样点位移

反求控制顶点

加工间隙变化

反求控制顶点

超限插值构建
参数化样条体

阴极型面控制顶点位移

其余边界采样点位移

其余边界控制顶点位移

加工后的加工间隙参数
样条体

加工间隙参数化建模

阳极边界电场强度分析

阳极边界采样点位移

阳极边界控制顶点位移

加工间隙表面拾取采样点，
构建共用 NURBS 基函数

反求边界控制顶点，
并使用超限插值

共用 NURBS
基函数

非插值边界条件
的配点法

计算 Δt 时间段内
各方向的腐蚀量

反求阳极边界的
控制顶点位置

3 个方向上的 NURBS 基
函数及分布

等几何法叶片电解加工
间隙分析模型

计算阴极界面沿
进给方向的位移

图2   叶片电解加工仿真过程

Fig.2   Simulation process of blade ECM
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ϕ(t)=
n∑

i=0

Ni(εt) · ϕ̃i  。�  （12）

取权函数 w 为 NURBS 基函数

族，再代入到公式（6）中可以得到方

程组形式：
∫

Ω

∇Ni ·


n∑

j=1

∇Njϕ j

 dΩ = 0

i=1,2,3,...n 。� （13）

整理得到电位场值问题的一阶

常微分方程组形式：
[Ki j][ϕ̃ j] = [Fi] ,�  （14）

式中，[ϕ̃ j] 为某时刻加工间隙电势值

的控制变量，[Kij] 和 [Fi] 分别被称为

刚度矩阵和载荷向量。它们的计算

公式为：

Ki j =

∫

Ω

∇Ni · ∇NjdΩ  ，� （15）

Fi = 0  。�                  （16）

2   叶片电解加工间隙的刚度矩阵和

载荷向量的装配

假 设 叶 片 电 解 加 工 加 工 区

间 对 应 U、V、W 方 向 上 参 数 域 的

节 点 矢 量 为 [0,ε1,ε2,...ε i,ε i+1,...1]，

[ 0 , η 1 , η 2 , . . . η j , η j + 1 , . . . 1 ] 和

[0,ζ1,ζ2,...ζk,ζk+1,...1]，基于这些节点

矢 量 所 构 建 的 基 函 数 为 Ni,Nj,Nk。

由 于 NURBS 基 函 数 的 局 部 支 撑

性，即 基 函 数 Ni,Nj,Nk 只 在 区 间
[εi, εi+p+1], [η j, η j+p+1], [ζk, ζk+p+1] 内 有 非

零值，其中基函数取工程中常见的 3

次，即 p=3，公式（14）中的积分运算

就不用在整个参数域 Ω 内进行。考

虑参数域中所有测度不为零的间隔，

Ωe = [εi, εi+1] ⊗ [η j, ηi+1] ⊗ [ζk, ζk+1]，可

以把 Ωe 看成为电解加工间隙划分

的等几何分析单元，因此显然有结论
⋃
all

Ωe = Ω。定义单元刚度矩阵 [Ke]

和单元载荷向量 [Fe]：

Ke =

∫

Ωe

∇Ne
i jk(ε, η, ζ) · Ne

i′ j′k′(ε, η, ζ)dV

Fe=0。� （17）

类似于有限元方法，等几何分析

法也可以看成是划分了 NURBS 样条

体单元，如图 3 所示，但这种单元在

加工间隙建模完成时即已完成。同

样等几何法也有一个单元刚度矩阵

和载荷向量的装配过程，通过单元刚

度矩阵装配得到全局刚度矩阵。

3   叶片电解加工间隙几何的参数化

叶片电解加工间隙的边界 Γa 与

边界 Γc 为自由曲面，边界 Γb 为直纹

面。为了建立加工间隙的参数化几

何模型，可以对工件表面和阴极工具

表面选取采样点，获得边界 Γa 和 Γc

上的采样点，另外依据等参条件给定

Γb 上的采样点，如图 4 所示。

航空发动机叶片的叶盘叶背的

曲面比较平展，曲率变化不急剧。因

此本文的采样点选取原则：在边界

曲面 Γa、Γc 和 Γb 的边界线上沿着 U
向、V 向和 W 向按照等弧长原则选

择采样点，分别取样 m、n、l 个点，按

照 3 个方向分别记为 Pijk。曲面上采

样点集合 Pijo、Pijl 按照 U、V 方向等

参选取， 集合按照 V，W 方向等参选

取，Piok、Pink 集合按照 U，W 方向等

参选取。其中，i=0，1,2，...，m ；j=0，

1,2，...，n；k=0，1,2，...，l。
建立叶片电解加工间隙参数化

模型的步骤如下：

（1）如 图 4 所 示，在 加 工 间

隙 的 边 界 上 取 采 样 点 集 合 Pioo，

P0j0，P00k， 其 中 i = 0, 1, 2, ....,m ；
j = 0, 1, 2, ..., n ；k = 0, 1, 2, ..., l 。

（2）采用累加弦长法建立 P0jk，

Pi0k 和 Pij0 集合对应在参数域中对应

参数值ui ，vj 和wk ，其中 i=0，1,2，...，

m；j=0，1,2，...，n；k=0，1,2，...，l。将 U、

V、W 3 个方向的节点矢量统一记为

rs ，其中 r 可以代表 ui ，vj 和 wk 其中

任何一种，s 是对应下标 i、j、k 其中

一种。

（3）构建 3 个方向的节点矢量。

即令节点矢量满足：r0 = r1 = ... = rp = 0

=0， rm = rm+1 = ... = rm+p = 1， rs+p =
1
p

s+p−1∑

i jk=s

rs, s = 1, ...,m − 1

rs+p =
1
p

s+p−1∑

i jk=s

rs, s = 1, ...,m − 1 。p 是 曲 面

的次数，本文取工程中最常见的次数

为 p=3。

（4）节 点 矢 量 记 为 rs' 其 中 
s′ = 0, 1, 2, ..., s + p + 1 ，。以 rs' 作为

节点矢量分别构建在 U、V、W 方向

上的 NURBS 基函数 Ni、Nj 和 Nk。

（5）分别对 Γa、ΓbF、ΓbB、ΓbL、ΓbR、

Γc 6 个边界面反求其控制顶点集合
Vi j0,Vi jl,Vi0k,Vink,V0 jk,Vm jk 。若记加工

间隙边界 Γ 上的控制顶点为 Ctrl(Γ)，

则可得到：

CtrlCtrl(Γa) = Vi j0 = [Ni(ui)Nj(vj)]−1Pi j0 ，

几何建模阶段

样条体

单元划分阶段

样条体单元

共用
NURBS
基函数

图3   NURBS样条体单元

Fig.3   NURBS volume element

P0n0

P000

P00l

Pi0k

Pij0

Pm0l

Pmn0

Γa

Γb

Γc

v

U

w

图4   叶片电解加工间隙的三维模型及采样点

Fig.4   sampling points on the model of 

machining gap

Pmoo

采样点
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CtrlCtrl(Γb) = Vi jl = [Ni(ui)Nj(vj)]−1Pi jl ，

CtrlCtrl(ΓbF) = Vi0k = [Ni(ui)Nk(wk)]−1Pi0k ，

CtrlCtrl(ΓbB) = Vink = [Ni(ui)Nk(wk)]−1Pink ，

CtrlCtrl(ΓbL) = V0 jk = [Nj(vj)Nk(wk)]−1P0 jk ，

CtrlCtrl(ΓbR) = Vm jk = [Nj(vj)Nk(wk)]−1Pm jk ，

其中，i = 0, 1, 2, ...,m，j = 0, 1, 2, ..., n，
k = 0, 1, 2, ..., l 。

（6）验 证 采 样 点 拟 合 曲 面 误

差。 由 于 采 用 的 是 准 均 匀 节 点 矢

量，因此对于 6 个边界曲面，每张曲

面的角点处采样点 P000，Pm00，P00l，

Pm0l，P0n0， Pmn0， P0nl，Pmnl 与控制顶

点 V000,Vm00,V00l,Vm0l,V0n0,Vmn0,V0nl,Vmnl

重 合，因 此 可 以 将 由 采 样 点 拟 合

的 边 界 曲 面 Γ f 和 CAD 建 模 的

理 论 边 界 曲 面 Γ t 的 4 个 角 点 重

合。 由 边 界 Γ t 上 采 样 点 Pijk 做 边

界 Γ f 的 垂 线，交 于 边 界 Γ f 上 的 点

记 为 P'ijk。 记 Li jk =
∥∥∥Pi jk − P′i jk

∥∥∥，

εi j0 =
1

m × n

m∑

i=0

n∑

j=0

Li j0, εi jl =
1

m × n

m∑

i=0

n∑

j=0

Li jl,，

ε0 jk =
1

n × l

n∑

j=0

l∑

k=0

L0 jk, εm jk =
1

n × l

n∑

j=0

l∑

k=0

Lm jk ，

εi0k =
1

m × l

m∑

i=0

l∑

k=0

Li0k, εink =
1

m × l

m∑

i=0

l∑

k=0

Link 。

当 满 足 εi j0 � ε, εi jl � ε, ε0 jk � ε，
εm jk � ε, εi0k � ε, εink � ε时，则认为控

制顶点所构建加工间隙边界与加工

间隙模型一致。

（7）通 过 对 边 界 控 制 顶 点
Vi j0,Vi jl,Vi0k,Vink,V0 jk,Vm jk 超限插值可

以得到整个加工间隙体的控制顶点：

U =
m−1∑

i=1

(1 − εi) · V0 jk(0, η j, ζk) + εi · Vm jk(1, η j, ζk)

U =
m−1∑

i=1

(1 − εi) · V0 jk(0, η j, ζk) + εi · Vm jk(1, η j, ζk) ，

V =
n−1∑

j=1

(1 − η j) · Vi0k(εi, 0, ζk) + η j · Vink(εi, 1, ζk)

V =
n−1∑

j=1

(1 − η j) · Vi0k(εi, 0, ζk) + η j · Vink(εi, 1, ζk)，

W =
l−1∑

k=1

(1 − ζk) · Vi j0(εi, η j, 0) + ζk · Vi jl(εi, η j, 1)

W =
l−1∑

k=1

(1 − ζk) · Vi j0(εi, η j, 0) + ζk · Vi jl(εi, η j, 1)，

UW =
m−1∑

i=1

l−1∑

k=1

(1 − εi)(1 − ζk) · V0 j0(0, η j, 0) + (1 − εi)ζk · V0 jl(0, η j, 1)

UW =
m−1∑

i=1

l−1∑

k=1

(1 − εi)(1 − ζk) · V0 j0(0, η j, 0) + (1 − εi)ζk · V0 jl(0, η j, 1)

+εi(1 − ζk) · Vm j0(1, η j, 0) + εiζk · Vm jl(1, η j, 1)，

UV =
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

(1 − εi)(1 − η j) · V00k(0, 0, ζk) + (1 − εi)η j · V0nk(0, 1, ζk)+

UV =
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

(1 − εi)(1 − η j) · V00k(0, 0, ζk) + (1 − εi)η j · V0nk(0, 1, ζk)+
εi(1 − η j) · Vm0k(1, 0, ζk) + εiη j · Vmnk(1, 1, ζk)，

VW =
n−1∑

j=1

l−1∑

k=1

(1 − η j)(1 − ζk) · Vi00(εi, 0, 0) + (1 − η j)ζk · Vi0l(εi, 0, 1)

VW =
n−1∑

j=1

l−1∑

k=1

(1 − η j)(1 − ζk) · Vi00(εi, 0, 0) + (1 − η j)ζk · Vi0l(εi, 0, 1)
+η j(1 − ζk) · Vin0(εi, 1, 0) + η jζk · Vinl(εi, 1, 1)，

UVW =
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

l−1∑

k=1

(1 − εi)(1 − η j)(1 − ζk) · V000(0, 0, 0) + (1 − εi)(1 − η j)ζk · V00l(0, 0, 1)

UVW =
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

l−1∑

k=1

(1 − εi)(1 − η j)(1 − ζk) · V000(0, 0, 0) + (1 − εi)(1 − η j)ζk · V00l(0, 0, 1)

UVW =
m−1∑

i=1

n−1∑

j=1

l−1∑

k=1

(1 − εi)(1 − η j)(1 − ζk) · V000(0, 0, 0) + (1 − εi)(1 − η j)ζk · V00l(0, 0, 1) +(1 − εi)η j(1 − ζk)·

V0n0(0, 1, 0) + εi(1 − η j)(1 − ζk)·
Vm00(1, 0, 0) + (1 − εi)η jζk · V0nl(0, 1, 1)

+εi(1 − η j)ζk · Vm0l(1, 0, 1) + εiη j(1 − ζk)·
Vmn0(1, 1, 0) + εiη jζk · Vmnl(1, 1, 1) 。

（8）最 终 得 到 叶 片 电 解 加

工 参 数 化 间 隙 体 的 控 制 顶 点 为：
Vi jk = U + V +W − UW − UV − VW + UVW，

其中，i=0，1,2，...，m，j=0，1,2，...，n，

k=0，1,2，...，l，εi,ηi,ζk ∈ [0,1]。

因此，叶片电解加工间隙的几何

模型可表示为

Vvol =

m∑

i=0

n∑

j=0

l∑

k=0

Ni(ui)Nj(vj)Nk(wk)Vi jk 。

文章后续将
m∑

i=0

n∑

j=0

l∑

k=0

Ni(ui)Nj(vj)Nk(wk)

简写为
n∑

i jk=0

Ni jk 。

4   Dirichlet边界约束处理

由于采用 NURBS 基函数表达叶

片电解加工间隙的电场分布，因此不

能像传统分段多项式有限元单元一

样插值 Dirichlet 边界上采样点的电

场值。因此，采用强施加方法对公式

（14）施加 Dirichlet 边界条件。假设

弱解 φ ∈ s 可以表示为两部分之和：

u=e+g ，其中 g ∈ s，e ∈ V，代入到公

式（11）中得到：
a(e, v) = l(v) − a(g, v) 。�      （18）

假设叶片电解加工间隙的所有

NURBS 基函数的集合为 N = {Nt}nt=1

，其中 n 为所有基函数的数量。假

设边界上非零值的基函数集合为

B = {NB
s }nB

s=1，nB 为 B 集合中的函数个

数。边界上只有零值的基函数集合 

I = {NI
s}nI

s=1 ，nI 为 I 集合中的函数个

数。则有：


g =
nB∑

i jk=0

ϕ̃B
i jkN

B
i jk

e =
nI∑

i jk=0

ϕ̃I
i jkN

I
i jk

 ，

式中：ϕ̃B
i jk 是集合 B 中对应基函数的

控制变量，ϕ̃I
i jk 是集合 I 中对应基函

数的控制变量。考虑到 NURBS 基

函数的局部支撑性质，只有少量的

基函数在边界上有非零值。不失一

般 性，假 设 集 合 {Ni,Nj,Nk}ne
i, j,k=0 ∈ I ，

{Ñi, Ñ j, Ñk}np
i, j,k=ne+1 ∈ B 。由于加工间隙

中稳态电场的求解方程组公式（14）

没有考虑强制边界条件，刚度矩阵

[kij] 是奇异的。因此，在边界 Γa 和 Γc

上引入采样点 χmm0，χmm1 处的电场电

势值 {ϕi j0 = U, ϕi jl = 0}，对应参数域

坐标为 {Ξ ≡ εm, ηn, ζ}np
m,n=ne+1，ζ=0,1。则

弱解中的强制边界条件项可近似表

示为：

ϕ(χmn0) =
np∑

i=ne+1

np∑

j=ne+1

Ñi(εm)Ñ j(ηn)ϕ̃B
i j0

 

ϕ(χmn1) =
np∑

i=ne+1

np∑

j=ne+1

Ñi(εm)Ñ j(ηn)ϕ̃B
i jl   ，

对 其 中 的 基 函 数 进 行 排 序 后，可

以 求 出 控 制 变 量 ϕ̃B
i j0 和 ϕ̃B

i jl 。 并 将

ϕ̃B
i j0 和 ϕ̃B

i jl 带 入 到 公 式（14）消 元 后

即 可 求 得 未 知 内 部 控 制 变 量 ϕ̃I
i jk

。令 ϕ̃i jk = ϕ̃
I
i jk ∪ ϕ̃B

i j0 ∪ ϕ̃B
i jl ，最终利用

ϕ =

n∑

i jk=0

Ni jkϕ̃i jk 逼近表达了电解加工

间隙的电势分布。

叶片电解加工过程的仿真

通 过 采 用 NURBS 基 函 数 作
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为 逼 近 电 势 空 间 的 形 状 函 数，求

得 了 阳 极 表 面 任 一 点 处 的 电 势

值。由于电场强度是电势的梯度，

即 可 得 E =
∂φ

∂n
=
∂φ

∂x
i +
∂φ

∂y
j +
∂φ

∂z
k

E =
∂φ

∂n
=
∂φ

∂x
i +
∂φ

∂y
j +
∂φ

∂z
k 。记加工间隙边界曲面上任

意 一 点 为 Pt = (xt, yt, zt) ，加 工 Δt
时 间 后 该 点 的 位 移 后 的 坐 标 为：
Pt+1 = (xt+1, yt+1, zt+1)。

对 于 叶 片 阳 极 表 面 Γa 而 言，

根 据 公 式（9）计 算 得 到 腐 蚀 速 率

va = ωκ
∂φ

∂n
，在 腐 蚀 时 间 Δt 时

间 后，可 以 得 到 阳 极 工 件 表 面 上

任 一 点 在 U、V、W 方 向 上 的 位 移

分 量 为 ωκ
∂φ

∂x
· ∆t ，ωκ

∂φ

∂y
· ∆t 和 

ωκ
∂φ

∂z
· ∆t 。阳极表面上对应该点

腐蚀产生位移后的坐标记为： 

xt+1 = xt + ωκ
∂φ

∂x
· ∆t ，

yt+1 = yt + ωκ
∂φ

∂y
· ∆t ，

zt+1 = zt + ωκ
∂φ

∂z
· ∆t 。  （19）

对于阴极工具表面 Γc 而言，它

是沿着 Z 轴的负方向以速度 v 进给，

而阴极工具由于不会发生电化学反

应，因此其表面不会发生变化，是一

种刚体运动。其上任一点的位移是：
xt+1 = xt ，yt+1 = yt ，
zt+1 = zt + v · ∆t 。（20）

如图 5 所示，对于加工间隙的

边界曲面 Γb 而言，其上任一点随着

加工间隙的变化而产生位移。在 t
时刻，由阴极曲面边界曲线上采样

点 P0 j0, Pm j0, Pi00, Pin0（其集合记为 Pc，

其 每 一 点 的 Z 坐 标 记 为 Zt
pc

）沿 其

进给方向做直线交于阳极曲面边界

曲 线 上，交 点 记 为 P′0 j0, P
′
m j0, P

′
i00, P

′
in0

（其 集 合 记 为 P'c），求 出 间 隙 值 为

Lt
c =
∥∥∥Pc − P′c

∥∥∥。腐蚀 Δt 时间后，间

隙值变为Lt+∆t
c ，Pc 中每一点的 Z 坐标

记为Zt+∆t
Pc

。则在边界 Γb 上任一点的

位移是：
xt+1 = xt ，yt+1 = yt ，

zt+∆t =
Lt

c

Lt+∆t
c

(zt − Zt
Pc
) + Zt+∆t

Pc
。（21）

由 于 在 时 刻 t=0 时，边 界 Γa、

Γb 和 Γc 上采样点记为 Pt
i jk ，根据公

式（19）、（20）和 (21) 计 算 可 得 Δt

时间后的对应采样点为 Pt+1
i jk 。将采

样点 Pt+1
i jk 执行“建立叶片电解加工

间 隙 参 数 化 模 型”第（5）步 反 求

出 各 边 界 面 上 的 控 制 顶 点，执 行

第（7）步超限插值获得加工 Δt 后

加 工 间 隙 样 条 体 的 控 制 顶 点 Vt+1
i jk ，

相应的加工间隙参数化几何体为

Vt+1
vol =

m∑

i=0

n∑

j=0

l∑

k=0

Ni(ui)Nj(vj)Nk(wk)Vt+1
i jk 。

利用统一的 NURBS 基函数统一

表达几何模型与数值计算模型，将阳

极工件表面因为腐蚀而造成的型面

几何变化直接转化为型面控制顶点

的变化，可以避免叶片电解加工过程

仿真中两种模型的相互转换。消除

了由于传统有限元法方法因为要进

行模型转化而影响计算效率的因素。

试验验证

根 据 上 述 分 析，我 们 设 置 电

解加工仿真的电势差为 15V，阴极

进 给 速 度 为 0.5mm/min，电 解 液 成

分 为 NaNO3，浓 度 10%，初 始 温 度

25~30℃，流速为 15m/s，工件材料为

2Cr13 钢。

利用三维设计软件 NX 建立叶

片电解加工初始状态下阳极工件和

阴极工具加工型面的几何模型，如图

6 所示。

在加工间隙的每个面上，分别在

两个方向上按照等弧长原则选择采

样点，并通过采样点反求每个面的控

制顶点。利用“超限插值”方法求解

出加工间隙体内的控制顶点，得到加

工间隙体的控制顶点网格，从而参数

化地表达加工间隙体，如图 7 所示。

利用边界配点法施加电解加工

间隙边界处的电势约束条件，通过计

算得到加工间隙内的电势分布，电场

阴极进给方向

t 时刻的
阳极表面

t 时刻的采样点

Pt
c

zt-Zt
c

P't
c P't

c
+Δt

Pt
c
+Δt

Lt
c
+Δt

Lt
c

t+Δt 时刻的阳极表面

t+Δt 时刻的采样点

阴极表面

zt+∆t − Zt+∆t
Pc

va = ωκ
∂φ

∂n
∆ = v

a · ∆t

图5   采样点的腐蚀位移模型

Fig.5   Sampling point corrosion displacement model

 

加工初始状态

= + +

初始阴极 初始加工间隙 初始阳极

图6   加工间隙几何模型

Fig.6   Geometry model of machining gap
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矢量分布如图 8 所示。

对经典有限元和等几何分析的

收敛速度进行比较，将经典有限元和

等几何分析法分别采用三次函数构

建。虽然样条函数也可理解为定义

在参数域内的分段（有理）多项式，

但它通常可以获得比经典有限元更

高的单元边界连续性。经典有限元

在单元边界处通常是 C0 连续，而样

条函数可以获得 Cp-r（r 为节点重复

次数）连续。因此，如图 9 所示，等

几何分析方法可以获得更高的分析

精度。计算数据表明，在相同的网格

自由度情况下，FEM 和等几何法都

能达到收敛，但是相对来说等几何法

的收敛速度明显要快于 FEM。

利用求解出的电场矢量分布，

根据公式（19）、（20）和 (21) 计算可

得 Δt 时间后的对应采样点的偏移，

通过采样点新的位置重新拟合阳极

工件型面，并带入公式反求每个面的

控制顶点，超限插值建立加工间隙体

的控制顶点网格，并再次进行分析

计算。这样随着工具阴极不断的进

给，工件阳极被不断的腐蚀加工，我

们选取仿真过程中 T=0min、T=5min、

T=10min、T=15min 4 个时间点，可以

清楚地看出阳极工件随着时间的变

化慢慢成形，如图 10 所示。

结束语

电解加工是航空发动机叶片加

工的一种重要的特种加工技术，其加

工过程仿真对于预测加工结果、提升

加工质量等都有帮助作用。本文针

对航空发动机叶片这类具有复杂型

面产品的电解加工过程仿真，提出加

工间隙几何建模和电场分布数值分

析共用相同的 NURBS 基函数这一思

路，几何建模结束就自然划分了用于

电场矢量分析的单元网格，电场矢量

分析结果直接转化为几何模型的控

制顶点位移，避免了传统有限元方法

（a）T=0min （b）T=5min （c）T=10min （d）T=15min

图10   加工间隙电解过程仿真

Fig.10   Process simulation of ECM

工具阴极
工具阴极
进给方向

工件阳极

0

-2

-5

-8

-10
0                   1                               2                             3                              4                               5                           6

log10（DOF）

FEM  p=3
IGA  p=3

lo
g 1

0(l
2-

er
ro

r)

图9   有限元和等几何法的收敛速度比较

Fig.9   Convergence speed comparison between finite element method and 

Isogeometric analysis
（a）加工间隙电势分布

（b）加工间隙电场分布

图8   加工间隙内的电势分布与

电场矢量分布

Fig.8   Electric potential distribution and 

electric field distribution

图7   加工间隙体的控制顶点

Fig.7   Control points of machining gap 

parametric model

控制顶点网格的
局部放大

控制顶点
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[ABSTRACT]   Electrochemical machining process simulation for the blade of aviation engine with complex boundary 
plays an important role in the machining prediction. Traditional process simulation relies on finite element method which 
needs to solve the remeshing problem and computational accuracy problem. In this paper, we present an approach for 
improving the simulation precision based on isogeometric method, which employs NURBS basis function to replace the 
original Lagrange basis function in the finite element method and solves the Dirichlet boundary condition’s infliction prob-
lem. In the process of simulation, the corrosion displacement is translated into the displacement of the control point which 
avoids the computation time of remeshing and promotes the simulation precision, as demonstrated in the case of this paper.
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的网格剖分与几何模型重构，节约了

这两部分所消耗的时间。另外，对于

相同粒度的网格单元，等几何法较有

限元法有更快的收敛速度，单次分析

所用时间短于使用有限元法。因此，

基于等几何法进行航空发动机叶片

电解加工的过程仿真较传统采用有

限元法具有更好的响应速度和更高

的仿真精度。
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